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Idén, az „Eötvös Loránd-emlékév” [1] keretében emlé-
kezünk arra, hogy Eötvös Loránd éppen száz éve,
1919. április 8-án hunyt el. A kiemelkedõ fizikus, geo-
fizikus, tanár és közéleti ember egyik legfontosabb
hozzájárulása a fizikához az általa tervezett speciális
inga, a nemzetközileg is ismert Eötvös-inga. A hírnév
annak köszönhetõ, hogy egyrészt az ingával nagy
pontossággal lehet kimérni a Föld gravitációs erõteré-
nek helyi változásait, másrészt Eötvös és munkatársai
jelentõsen javították a súlyos és tehetetlen tömeg azo-
nosságának korábban mért pontosságát. Egyebek
között erre az azonosságra épül Einstein általános
relativitáselmélete. Ugyanakkor fontos hangsúlyozni,
hogy Eötvös munkássága nem csak az ingájára korlá-
tozódik. Ez a rendkívül gazdag életmû szerencsére
ma már egybegyûjtve megtalálható az interneten [1,
2], és így az érdeklõdõ olvasó bõvebb képet kaphat
Eötvös szerteágazó tevékenységérõl.

Eötvös az 1900. évi párizsi világkiállításra készülve
írta meg cikkében az Eötvös-ingával történõ mérési
eljárást [3]. Sajnos, itt az ingára ható forgatónyomaték
képletének levezetése nem szerepel. Egy 1922-es
cikkben Shaw és Lancaster-Jones [4], majd 1934-ben
Miller [5], jóval késõbb, 1959-ben Kolossvary [6] rész-
letes levezetést adtak a forgatónyomatékra, de a ma-
tematikai formalizmus – a külön komponensekben
felírt egyenletek miatt – meglehetõsen régies és na-
gyon hosszadalmas.

A Göttingeni Egyetem Beneke Díjalapítványának
felhívására – amelynek célja a súlyos és tehetetlen
tömeg azonosságának minél pontosabb kísérleti ki-
mutatása volt – 1909-ben Eötvös, Pekár és Fekete
küldött be pályamunkát (amellyel a díjat el is nyer-
ték). Ennek a cikknek a szerzõtársak által, Eötvös
halála után átdolgozott 1922-es változatában [7] sem
szerepel az ingára ható forgatónyomaték képletének
levezetése.

De Renner János 1935-ös [8], majd a jóval késõbbi
összefoglaló cikke [9], és meglepõ módon Boniolo
1992-es munkája [10], ami sokban egyezik Renner
János elõbb említett cikkeinek angol nyelvû változatá-
val (bár nincs rá hivatkozás), sem tartalmazza a forga-
tónyomaték sokat idézett képletének levezetését.

Magyar nyelven az Eötvös-kísérletek geofizikai
alkalmazásairól az érdeklõdõ olvasónak Völgyesi La-
jos Fizikai geodézia és gravimetria címû online tan-
könyvét [11] és Szabó Zoltán Az Eötvös-inga histó-
riája címû cikkét [12] ajánljuk. Ám a szerzõk ezekben
a munkákban sem ismertetik a forgatónyomaték kép-
letének levezetését.

Az olvasó azt gondolhatná, hogy az ingára ható for-
gatónyomaték képletének levezetése számos cikkben,
illetve könyvben megtalálható. Igyekeztünk gondo-
san áttekinteni az irodalmat, és bizonyára találhatunk
még más olyan mûvet is, amelyben szerepel a részle-
tes levezetés. Ugyanakkor a fenti irodalmi áttekintés
alapján, figyelembe véve a napjainkban megjelent
munkákat is, talán kijelenthetjük, hogy a levezetések
csak kevés helyen szerepelnek részletesen, és azok-
ban is meglehetõsen régies matematikai formalizmust
használnak. Ezért talán nem haszontalan, sõt idõszerû
újra átgondolni a számolást, a levezetés megismétlé-
sét a mai, modern matematikai formalizmus segítségé-
vel. Ahogy látni fogjuk, ez a levezetés rendkívül egy-
szerû, és így a korábbi szükségtelenül bonyolult kép-
letek nélkül, könnyeben megérthetjük az inga fiziká-
jának alapját is. Reméljük, hogy az itt bemutatott szá-
molás hiánypótló lesz a hazai egyetemi oktatásban, és
így nagyobb hangsúlyt kaphat az Eötvös-inga fizikájá-
nak elmélete mind a fizikus, geofizikus és geológus
hallgatók, mind az oktatók körében. Szeretnénk ki-
emelni, hogy e cikkben nem célunk az Eötvös-ingával
kapcsolatos kísérleti háttér és a hibaforrások kiküszö-
bölésének taglalása, e témában a cikkben felsorolt
hivatkozások lehetnek hasznosak az olvasónak.

Az alább, Merev testre külsõ erõtérben ható forgató-
nyomaték általános képlete fejezetben bemutatott
levezetés tudomásunk szerint az idén ötven éves Ort-
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vay Rudolf Problémamegoldó verseny 1982. évi 17.

1. ábra. Egy tetszõleges alakú és tömegeloszlású merev testre ható
nehézségi erõ elemi járuléka.
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számú, Dávid Gyula által kitûzött feladatának megol-
dásában [13] jelent meg elõször. A megoldás egy része
egy általános képlet levezetése volt a gravitációs tér
által tetszõleges tömegeloszlásra ható forgatónyoma-
tékra, amit a jobb követhetõség érdekében alább
megismétlünk. Itt jegyezzük meg, hogy késõbb, na-
gyon hasonló levezetéssel Horváth Gábor Fizikai
Szemlében megjelent cikkében is szerepel az általá-
nos képlet [14].

A következõkben az ingára ható kétfajta forgató-
nyomaték hatását fogjuk számba venni. Egyrészt az
általános képlet alapján kiszámoljuk a gravitációs tér
hely szerinti változásából (gradiensébõl) származó
forgatónyomaték irodalomban sokat idézett formulá-
ját (lásd Az Eötvös-ingára ható forgatónyomaték a
nehézségi gyorsulás hely szerinti változása következ-
tében fejezetet). Másrészt meghatározzuk azt a forga-
tónyomatékot, ami a gradiensektõl függetlenül akkor
hatna, ha nem teljesülne a súlyos és tehetetlen tömeg
azonossága (lásd Az Eötvös-inga és az ekvivalencia-
elv fejezetet). A levezetések koordináta-rendszertõl
függetlenek, egyes esetekben a tengelyeket azért rög-
zítjük, hogy összehasonlíthassuk a kapott képletein-
ket az Eötvös, Pekár és Fekete sokat idézett cikkében
[7] szereplõ eredménnyel. Reméljük, hogy ezzel a
munkával mi is hozzájárulunk az Eötvös-inga fizikájá-
nak jobb megértéséhez.

Merev testre külsõ erõtérben ható
forgatónyomaték általános képlete

E fejezetben meghatározzuk a nehézségi erõtér egy
merev testre kifejtett forgatónyomatékát. A test r hely-
vektorú pontjában (a koordináta-rendszer origója
egyelõre a merev test tetszõleges pontja lehet) a ne-
hézségi gyorsulás (a nehézségi erõtér által az egység-
nyi tömegre kifejtett erõ):

ahol U (r) a nehézségi erõ potenciálja (ez tartalmazza

(1)g (r) = − ∂U (r)
∂r

,

a gravitációs és a centrifugális erõ potenciálját is) a
test r pontjában. Megjegyezzük, hogy Eötvös idejében
az (1) egyenletben még nem használták a negatív
elõjelet, ez a végeredményben egy elõjelkülönbség-
hez fog vezetni. A test d3r térfogatú, (r)d3r tömegû
részére ható nehézségi erõ:

dF = g(r)ρ (r)d3r,

és a rá ható forgatónyomaték járuléka:

dM = r× dF,

ahol ρ (r) a merev test sûrûségeloszlása (1. ábra ). Így
a teljes merev testre a külsõ nehézségi erõtér által
kifejtett forgatónyomaték:

(2)M = ⌡
⌠

test

r × dF = ⌡
⌠

test

r × g(r) ρ (r) d3 r,

ahol az integrálást (itt és a továbbiakban is) a teljes
testre kell elvégezni. A levezetés további részében – a
jobb áttekinthetõség érdekében – célszerû áttérnünk
az indexes jelölésre, és alkalmazzuk a szokásos Ein-
stein-konvenciót, azaz az automatikus összegzést az
azonos indexekre. Az erõtér a kis méretûnek feltétele-
zett merev testen belül csak kis mértékben változik,
és ezért a nehézségi gyorsulást elsõ rendig sorbafejt-
hetjük a testben elhelyezkedõ origó körül:

ahol

(3a)gm (r) = gm (0) ∂p gm xp,

és xp az r helyvektor p -ik komponense (p = 1, 2, 3).

(3b)

∂p gm =
∂gm (r)

∂xp r = 0

= −∂p ∂m U =

= ∂2 U (r)
∂ xp ∂ xm r = 0

A g gravitációs gyorsulás fenti, sorfejtett alakját a
(2) egyenletbe beírva kapjuk:

ahol εklm a Levi–Civita-szimbólum. Az átalakításnál az

(4)

Mk = ⌡
⌠

test

εklm xl gm (0) ∂pgm xp ρ (r) d3 r =

= εklm gm (0) ⌡
⌠ xl ρ (r) d3 r

εklm ∂p gm ⌡
⌠ xl xp ρ (r) d3 r,

integrál mindkét tagjából kiemeltük a Levi–Civita-
szimbólumot, az elsõ tagból emellett az állandó gm (0)
értéket, a második integrálból pedig az ugyancsak
állandó ∂p gm tényezõt. Az elsõ integrálban, ami az

vektor l -ik komponense, felismerhetjük az origóból a

⌡
⌠ r ρ (r) d3 r

test tömegközéppontjába mutató s vektor és a test
teljes

m = ⌡
⌠ ρ (r) d3 r
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tömegének szorzatát. Ezért az integrál elsõ tagja

2. ábra. A tömegek elrendezése az Eötvös-ingán.
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s×m g(0) alakba írható, ennek fizikai jelentése a test-
re ható teljes nehézségi erõ origóra vonatkozó forga-
tónyomatéka.

A második integrált átalakíthatjuk egy zérus értékû
tag beszúrásával: εklm δlp ∂m ∂p U = εklm ∂l ∂m U = 0. Így
kapjuk:

A kapott integrál éppen a merev test választott origóra

(5)

εklm ∂p gm ⌡
⌠

test

xl xp ρ (r) d3 r =

= εklm ∂p ∂m U ⌡
⌠

test

r 2 δ lp − xl xp ρ (r) d3 r.

vonatkoztatott tehetetlenséginyomaték-tenzora:

A fentieket az (5) egyenletbe visszaírva végül meg-

(6)Θ (0)lp = ⌡
⌠

test

r 2δ lp − xl xp ρ(r) d3 r.

kapjuk ezen cikk egyik legfontosabb összefüggését, a
merev testre külsõ U (r) potenciálú nehézségi erõtér-
ben ható forgatónyomaték általános képletét:

Ha – mint az általában szokásos – a koordináta-rend-

(7)Mk = m εklm sl gm (0) εklm Θ (0)lp ∂m ∂pU .

szer origóját a merev test tömegközéppontjába he-
lyezzük, a (7) összeg elsõ tagja eltûnik, hiszen a súly-
pont s vektora zérus lesz. Képletünk ekkor az alábbi
módon egyszerûsödik:

ahol ΘΘ most már (és a késõbbiekben) a test tömeg-

(8)Mk = εklm Θlp ∂m ∂pU ,

középpontjára vonatkoztatott tehetetlenséginyoma-
ték-tenzort jelenti. Ugyancsak a tömegközéppontban
kell kiértékelni a nehézségi erõtér U (r) potenciáljá-
nak második deriváltjaiból álló 3 × 3-as ∂p ∂m U szim-
metrikus mátrixot is, amelyet Eötvös-féle tenzornak
neveznek.

Ebbõl a képletbõl lehet kiszámítani – egyebek között
– a Földre a Hold és a Nap által kifejtett inhomogén gra-
vitációs erõ forgatónyomatékát [13], amely az árapály-je-
lenségeket, valamint a Föld tengelyének precesszióját
okozza. A képlet levezetése Horváth Gábor Fizikai
Szemlében megjelent cikkében is szerepel [14]. A mai
mérési technikák lehetõvé teszik, hogy a (4) egyenlet-
ben figyelembe vegyük a gravitációs gyorsulás (3a) sor-
fejtése magasabb rendû tagjainak hatását is. Tetszõleges
rendû közelítéshez a gravitációs potenciál gömbfüggvé-
nyek szerinti sorfejtését alkalmazzák [15].

Az Eötvös-ingára ható forgatónyomaték
a nehézségi gyorsulás hely szerinti
változása következtében

E részben a mai modern matematikai formalizmus
segítségével – a korábbi, az Eötvös-ingával végzett
méréseket leíró cikkekben szerepelõ számításokkal
ellentétben – egy igen egyszerû, a (8) képletre alapo-
zott, jól áttekinthetõ levezetést adunk az Eötvös-ingá-
ra ható forgatónyomatékra. Ez a levezetés tudomá-
sunk szerint nem szerepel az irodalomban.

Eötvös mérésének alapgondolata az, hogy a térben
egymáshoz közel elhelyezett tömegekre – a nehézségi
tér helyfüggése miatt – nem teljesen egyforma nehéz-
ségi erõ hat. Megfelelõ kísérleti elrendezéssel ez a kis
erõkülönbség, illetve az általa létrehozott forgatónyo-
maték mérhetõvé válik.

Eötvös elméleti és kísérletezõi zsenialitását mutatja,
hogy – ellentétben Cavendish mérésével – õ az inga
egyik végén a testet lejjebb helyezte. Ez az egyszerû
módosítás, amint az alábbiakban szereplõ levezetés-
bõl is kitûnik majd, lehetõvé tette, hogy a gravitációs
potenciálnak, illetve a nehézségi erõnek ne csak víz-
szintes, de függõleges irányú változásait (hely szerinti
deriváltjait) is megmérje.

Az Eötvös-ingában [7] egy függõleges, azaz a ne-
hézségi erõtér helyi irányába mutató torziós szálon
felfüggesztett, L hosszúságú vízszintes rúd lóg. Ennek
egyik végén, egy Ł hosszúságú függõleges szálon lóg-
va egy m1 tömegû test, a rúd másik végén egy m2 tö-
megû test van rögzítve. A rúd felfüggesztési pontját
úgy választják meg, hogy az inga a rúd vízszintes
helyzetében egyensúlyban legyen, ez határozza meg
a 2. ábrán szereplõ l1 és l2 hosszúságokat (nyilvánva-
lóan L = l1 + l2). Az inga torziós szál körüli elfordulásait
a szálra erõsített tükörrõl visszaverõdõ fénysugár se-
gítségével olvasták le.

A számításokhoz – Eötvös cikkeihez hasonlóan –
úgy választjuk a koordináta-rendszert, hogy az x ten-
gely a Föld adott pontján az északi, az y tengely ke-
leti irányba, és így a z tengely az inga fonala mentén
lefelé, a nehézségi erõ irányában mutasson (2. áb-
ra )! Itt a tengelyeket csak azért rögzítjük, hogy a
végén kapott forgatónyomaték-formulát összehason-
líthassuk az Eötvös, Pekár és Fekete cikkében [7]
szereplõ eredménnyel.
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Az inga torziós szálára ható forgatónyomaték meg-
határozásához a (8) képlet harmadik komponensét
kell kiszámítanunk:

Az ingakísérletekben az inga rúdját különbözõ α

(9)

M3 = ε3lm Θlp ∂p ∂m U =

= Θ11 − Θ22 ∂1 ∂2 U Θ12 ∂2 ∂2 U − ∂1 ∂1 U

Θ13 ∂2 ∂3 U − Θ23 ∂1 ∂3 U .

szögben állították be az északra mutató x tengelyhez
képest. Ezt a szöget azimutszögnek nevezik. Az elfor-
dított inga tehetetlenséginyomaték-tenzorának kom-
ponensei függnek az α azimutszögtõl, jelöljük ezért
ezt a tenzort ΘΘ′(α )-val. A forgatónyomaték (9) össze-
függésébe a ΘΘ′(α ) tenzor komponenseit kell behe-
lyettesítenünk. Szerencsére ez a tenzor kifejezhetõ az
alaphelyzetben a 2. ábrának megfelelõen észak-déli
irányba elhelyezett inga ΘΘ tenzorával, valamint a z
tengely körüli α szögû forgatást leíró R(α ) mátrix és
annak RT(α ) transzponáltja segítségével:

ΘΘ′(α ) = R(α) ΘΘRT(α ).

Vizsgáljuk meg az alaphelyezetû ingát! Feltehetjük,
hogy a rúd keresztirányú (y irányú) kiterjedése sok-
kal kisebb a hosszirányú méretéhez képest, ekkor a
két test és a rúd minden pontjának y koordinátája
zérus lesz. Ezért a (6) képlet alapján az inga tehe-
tetlenséginyomaték-tenzorának Θ12 és Θ23 kompo-
nense is zérus lesz, a Θ22 komponens pedig meg-
egyezik a két másik diagonális komponens összegé-
vel: Θ22 = Θ11 + Θ33. A ΘΘ′(α ) kiszámításához szüksé-
ges hármas mátrixszorzás kézzel egyszerûen elvé-
gezhetõ, de hosszadalmas. Ugyanakkor szimbolikus
matematikai programokkal a mátrixszorzás könnye-
dén végrehajtható. A kapott eredmény, azaz a ΘΘ′
mátrix komponensei az alaphelyzetû inga Θ11, Θ33 és
Θ13 mátrixelemei mellett az α szög szögfüggvényeit
is tartalmazzák.

Ezután a (9) képletbe behelyettesítjük a ΘΘ′ tenzor
most kiszámított komponenseit. Érdekes módon a
számolás során kiesik a Θ11 érték, és a végeredmény
csak az elforgatatlan inga (α = 0) ΘΘ tehetelenségi-
nyomaték-tenzorának Θ33 és Θ13 komponenseit tar-
talmazza:

M3 = − Θ33

⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

∂2 ∂2 U − ∂1 ∂1 U sin2α
2

∂1 ∂2 U cos2α

Θ13 ∂2 ∂3 U cosα − ∂1 ∂3 U sinα .
(10)

Eddig nem volt szükségünk a ΘΘ tehetetlenséginyoma-
ték-tenzor komponenseinek konkrét alakjára, most
viszont a 2. ábra és a (6) képlet alapján kiszámíthat-
juk a szükséges Θ13 és Θ33 értékeket:

Θ13 = −m1 l1 Ł,

valamint homogén rudat feltételezve

ahol Mrúd, illetve Θrúd = Mrúd L2/12 az inga vízszintes

Θ33 = Θrúd m1 m2

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

L
2

2

−
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

L
2

2 m1 − m2
2

m1 m2 Mrúd

,

rúdjának tömege, illetve tehetetlenségi nyomatéka a
rúd közepén átmenõ, a rúdra merõleges tengelyre
nézve. Ha a rúd két végén levõ testek azonos m tö-
megûek, akkor a fenti képletek egyszerûsödnek:

Θ13 = −mlŁ

és

Θ33 = Θrúd +2ml 2,

ahol l = L /2. Eötvös az inga z tengely körüli Θ33 tehe-
tetlenségi nyomatékát K -val jelölte. A valóságban a
Θ33 értékéhez a rúdon és a ráhelyezett két tömegen
kívül az inga más alkatrészei is hozzájárulnak. Eötvös
ezért a K értéket elméleti becslés helyett az inga T0
saját torziós lengésidejének mérésével határozta meg.
Ha a drótszál torziós forgatónyomatékán kívül semmi
más forgatónyomaték nem hat, akkor

ahol D ★ a torziós szál direkciós nyomatéka (csavarási

T0 = 2π K

D ★
,

nyomatéka).
A fenti eredményünk most már közvetlenül össze-

hasonlítható az Eötvös és társai [7] cikkben közölt
nevezetes képlettel, amelyet a gravitációs erõtér hely-
függésének kiértékeléséhez használtak:

Az egyenlet bal oldalán a mínusz elõjel amiatt lép fel,

(11)
−M3 =

⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

∂2 U

∂y 2
− ∂2 U

∂x 2
K sin2α

2
∂2 U

∂x ∂y
K cos2α

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

∂2 U
∂y ∂z

cosα − ∂2 U
∂x ∂z

sinα m Łl.

mert az (1) egyenletben a fizikában szokásos konven-
ciót használtuk: az erõ a potenciál negatív gradiense.
Eötvös idejében és egyes tudományágakban, például
az égi mechanikában és a felsõgeodéziában ma is a
„geopotenciálnak” nevezett W = −U mennyiséget
használják. Megjegyezzük, hogy a bemutatott leveze-
tés lépései akkor is alkalmazhatók, ha az ingára vo-
natkozó fenti közelítések helyett egy általános tehe-
tetlenségi nyomatékú ingából indulunk ki.

Az Eötvös-kísérletekben a gravitációs gyorsulás,
illetve az U (r) potenciál hely szerinti változásának
méréséhez a (11) egyenletet alkalmazták. A mérés
vázlatosan a következõ módon történt. A torziós szál
és vele együtt a hozzá erõsített tükör egyensúlyi hely-
zete a rá ható forgatónyomaték hatására egy kis ϕ
szöggel elfordul (a meg nem csavart egyensúlyi hely-
zethez viszonyítva). Ezt a szöget úgy mérték meg,
hogy ha a tükör ϕ szöggel elfordul, akkor a ráesõ
fénysugár iránya 2ϕ szöggel térül el a tükörrõl való
visszaverõdéskor. Másrészt ez a ϕ szög a −Mz = D ★ ϕ
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egyensúlyi feltétel alapján határozható meg. A mérés

3. ábra. A rúd két végén lévõ testekre ható nehézségi erõ nem pár-
huzamos, ha nem teljesül a súlyos és tehetetlen tömeg azonossága.

d r r= –1 2

F1

F2

m1

m2

során az ingát öt különbözõ α irányba állították be, és
megmérték a torziós szál ϕ (α ) elfordulásszögét. Ez-
után képezve a

különbségeket (i = 1, …, 4) a (11) egyenletet felhasz-

ϕ αi 1 − ϕ α i

nálva a −Mz = D ★ ϕ egyensúlyi egyenletbõl négy füg-
getlen lineáris egyenlet adódik a négy ismeretlen

második deriváltra. A (11) egyenletbõl következik,

(12)∂2 U

∂y 2
− ∂2 U

∂x 2
, ∂2 U

∂x ∂y
, ∂2 U

∂x ∂z
, ∂2 U

∂y ∂z

hogy az inga ϕ elfordulási szöge úgy növelhetõ, ha K
értékét, azaz a T0 lengésidõt növeljük. Ezzel viszont
idõben hosszadalmassá válnak a mérések, mert az
ingarúd új helyzetébe történõ beállítása után a lengé-
sek lecsillapodása is tovább tart. Az eredeti mérések-
ben ez általában egy óráig is eltartott. A mérési eljárás
további részleteirõl az érdeklõ olvasó például [3–7]
cikkekben olvashat.

Gömbszimmetrikus erõtérben a −∂z U radiális tér-
erõsség jelentõsen változik a z függvényében, gravitá-
ciós tér esetén az Eötvös-tenzor ∂z ∂z U komponensé-
nek nagysága 2g /R, ahol g a felszíni gravitációs gyor-
sulás, R pedig a Föld sugara. A Laplace-egyenlet miatt
hasonló nagyságrendû a deriváltak ∂x ∂x U+∂y ∂y U
kombinációja is. Láthatjuk, hogy az Eötvös-ingával
végzett mérés érzéketlen az Eötvös-tenzor ezen
„nagy” komponenseire, a mérés a (9) képlet szerint
éppen az ezeknél nagyságrendekkel kisebb többi
komponenst – amelyeket a tömegeloszlás helyi inho-
mogenitásai okoznak – tudja meghatározni.

A (11) egyenletbõl az is jól látszik, hogy véges Ł ér-
tékre a forgatónyomaték képletében megjelennek az
U (r) potenciál x,z és y,z szerinti második deriváltjai is,
ellentétben a Cavendish-kísérlettel, ahol Ł = 0. Azzal,
hogy Eötvös az inga egyik végén a testet lejjebb helyez-
te, a gravitációs térerõsség újabb, függõleges irányú
deriváltjait lehetett kimérni. E ténynek köszönhetõ,
hogy az Eötvös-inga olyan sikeressé vált a geológiai
kutatásokban és az olajmezõk felkutatásában.

Itt jegyezzük meg, hogy az eredeti Eötvös-kísérle-
tekben a rúd két végén lévõ henger alakú testek nem
tekinthetõk pontszerûnek. A hengerek hossza mentén
a gravitációs erõtér kis mértékû változása olyan nagy-
ságrendû járulékot eredményezhet a torziós szálra
ható forgatónyomatékban, ami szisztematikus hiba-
ként befolyásolhatja az Eötvös-ingával végzett méré-
sek pontosságát. Ezt a hibát nemrégiben Tóth Gyula
tanulmányozta, becsülte meg [16, 17].

Az Eötvös-inga és az ekvivalenciaelv

A súlyos és tehetetlen tömeg azonosságából (amelyet
már Newton is felismert) következik az ekvivalencia-
elv, amely szerint a gyorsulás és a gravitáció ugyan-

olyan hatásokat okoz. Ezen az elven alapul a késõbb
Einstein által kifejlesztett általános relativitáselmélet.
Korábban többen felvetették, hogy a kétféle tömeg
nem szükségszerûen azonos egymással, pontosabban
szólva: a kétféle tömeg aránya függhet a vizsgált min-
ta anyagi összetételétõl. A kérdést csak pontos mérés-
sel lehet eldönteni – amit maga Newton, majd az
1830-as években Bessel el is végzett, de a gravitációs
hatások gyengesége és nehezen mérhetõ volta miatt
csak igen kis pontosságot tudtak elérni. Eötvös precí-
ziós ingakísérletei több nagyságrenddel javították a
mérési eredmény pontosságát, megmutatva, hogy a
tehetetlenségi és gravitációs tömeg aránya minden
anyagra azonos. Ezek után a kétféle tömeg azonossá-
ga már csak a mértékegység választásán múlik.

A mérés azon alapul, hogy ha nem állna fenn a két-
féle tömeg azonossága, akkor a forgó Földön elhelye-
zett torziós ingára akkor is hatna forgatónyomaték, ha
a gravitációs tér hely szerinti változásait nem vennénk
figyelembe. Ezt a forgatónyomatékot az elõzõekben
tárgyalt, a nehézségi erõtér gradiensére érzékeny Eöt-
vös-inga helyett egy egyszerûbb kísérleti elrendezés,
a Cavendish-inga (3. ábra ) tanulmányozásával is ki-
számíthatjuk. Ezen inga két próbateste a rúd két vé-
gén, ugyanabban a vízszintes síkban helyezkedik el.
Eötvös mérése során az elõzõ fejezetben tárgyalt és az
itt leírt effektus egyszerre jelent meg, a hatások össze-
adódtak. A mérés kiértékelésekor a kétféle jelenség
hatásai elkülöníthetõk.

A módszer alapgondolata az, hogy az ingára a Föld
forgása miatt kétféle erõ hat: a newtoni gravitációs
erõ, ami a súlyos tömeggel, és a centrifugális erõ, ami
pedig a tehetetlen tömeggel arányos (4. ábra ). Számí-
tásainkban nem kell figyelembe venni e két erõ hely
szerinti változását, csak a kétféle tömeg különbözõ
volta miatt fellépõ forgatónyomatékot keressük. A
továbbiakban következetesen megkülönböztetjük a
testek e fejezetben μ -vel jelölt súlyos és m -mel jelölt
tehetetlen tömegét.

Írjuk fel a testre ható gravitációs erõt, figyelembe
véve az ideális, homogén tömegeloszlású és gömb
alakú Föld tengely körüli forgásának hatását is! Egy
testre ható teljes nehézségi erõ a Föld által kifejtett
gravitáció erõ és a centrifugális erõ eredõje:
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F = μgN +mc ≡ μg,

4. ábra. A Földön a testre ható newtoni gravitációs erõ és a centri-
fugális erõ (erõsen torzítva).

Föld

m c

μ gN

μ g

ω

r R= –
ω 2

ω ω( )R

ε

ahol gN a newtoni gravitációs gyorsulás, c pedig a
centrifugális gyorsulás, amelyek a következõ alakban
írhatók:

ahol MFöld a Föld tömege, R a Föld felszínén tetszõle-

(13)

g N = −f
MFöld

R 2

R
R

,

c = ω 2 ⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

R − ωω (ωω R)

ω 2
,

gesen elhelyezett mérési pont helyvektora a Föld kö-
zéppontjához viszonyítva, ωω a Föld szögsebességvek-
tora, amely a forgástengellyel párhuzamosan északra
mutat, f pedig a gravitációs állandó. A centrifugális
gyorsulás képletében a zárójelben lévõ vektor az R
pont helyvektorának az ωω szögsebességvektorra me-
rõleges komponense, amelynek hossza éppen a mé-
rési pontnak a Föld forgástengelyétõl mért távolsága.
A g eredõ nehézségi gyorsulást az F erõ fenti képlete
értelmezi.

A Föld adatait figyelembe véve könnyû belátni,
hogy a centrifugális gyorsulás sokkal kisebb a gravitá-
ciós gyorsulásnál:

ahol ϑ ≈ 47° Budapest földrajzi szélessége. További

c
g

= ω 2 R cosϑ
g

≈ 0,002,

képet kapunk arról, hogy a centrifugális erõ mennyire
kicsi a |g| = g eredõ gravitációs gyorsuláshoz képest,
ha kiszámítjuk a Föld középpontja felé mutató gN
newtoni gravitációs gyorsulás és az eredõ g vektor
közti ε szöget (4. ábra ):

(14)

sinε =
g × g N

g g N

= m
μ

c × g N

g g N

≈

≈ m
μ

c × g N

g 2
,

ahol a nevezõben kihasználtuk, hogy jó közelítéssel
|gN| = gN ≈ |g| = g. Mivel a (14) összefüggés számlá-
lója késõbb még többször elõfordul, ezért ezt külön is
kiszámoljuk:

Az utolsó lépésben kihasználtuk, hogy a gN vektor a

(15)

c × g N = ω 2 ⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

R − ωω (ωω R )

ω 2
× g N =

=
gN

R
(ωω × R) (ωω R).

(13) képlet szerint a −R vektor irányába mutat. A (15)
képletbõl látható, hogy az ωω × R, és így a c× gN vektor
is kelet/nyugati irányú (az északi félgömbön keletre,
a délin nyugatra mutat). Mivel |ωω R| = ωR sinϑ és
|ωω × R| = ωRcosϑ, a (14) formula így írható:

sinε = m
μ

ω 2 R sin2ϑ
2 g

, (16)

ahol ismét felhasználtuk, hogy gN ≈ g. Ebben az ösz-
szefüggésben a kétfajta tömeget azonosnak véve, az
ismert adatokkal azt kapjuk, hogy Budapesten ε ≈ 6’
= 0,1°. Ez valóban rendkívül kis szög, a legtöbb eset-
ben nem játszik szerepet. Azonban, mint késõbb látni
fogjuk, az ekvivalenciaelv igazolásánál nem hanya-
golható el.

Tegyük fel, hogy az inga rúdjának két végén egy-
egy m1, illetve m2 tömegû test van. Ekkor a két testre
ható erõ: F1 = μ1 gN +m1 c = μ1 g és F2 = μ2 gN +m2 c =
μ2 g (3. ábra ). Számítsuk ki elõször e két erõ közti
szöget! Egyszerû számolással kapjuk az F1 és F2 közti
δ szögre:

ahol

sinδ =
F1 × F2

F1 F2

,

Innen – felhasználva a (15) és a (16) egyenleteket –

(17)F1 × F2 = μ2 m1 − μ1 m2 c × g N .

kapjuk:

ahol bevezettük az

(18)

δ ≈ sinδ =
m1

μ1

−
m2

μ2

gN

R
ωω × R ωω R

g 2
=

=
gN

g
η sinε ,

paramétert, amely a keresett mennyiségre, a súlyos és

(19)η =
m1

μ1

−
m2

μ2

tehetetlen tömeg eltérésére jellemzõ.
A két erõ közti δ szögre kapott (18) kifejezés meg-

egyezik Eötvös eredményével [7].
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A képletbõl látszik a mérés egyik nagy elõnye: a
kitérést befolyásoló fenti η paraméter csak a tehetet-
lenségi és a gravitációs tömeg arányától függ, nagysá-
guktól viszont nem, emiatt nem növeli a mérés hibá-
ját, ha az inga két próbatestjét nem sikerül pontosan
egyforma tömegûre készíteni. Eötvös a próbatesteket
különbözõ anyagokból (vas, szén, fa stb.) készítette
el, így a mérés azt is ellenõrizte, hogy a tehetetlen és
a súlyos tömeg m /μ aránya függ-e a minta anyagi
összetételétõl. Látható, ha a kétféle tömeg minden
testre azonos egymással, akkor δ = 0, azaz a két testre
ható eredõ nehézségi erõ párhuzamos irányú. Ebbõl
következik, hogy ekkor az ingára ható forgatónyoma-
ték zérus.

A továbbiakban meghatározzuk e két erõ ingára
kifejtett forgatónyomatékát: M = r1 × F1 + r2 × F2. Az
ingára az F1 és az F2 erõkön kívül a torziós szál által
kifejtett kötélerõ is hat. Egyensúlyi helyzetben e há-
rom erõ összege zérus, ezért a torziós szál irányába
mutató egységvektor:

Így a forgatónyomatéknak a torziós szál irányába mu-

n =
F1 F2

F1 F2

.

tató komponense, ami elforgatja az inga drótját:

ahol d = r1 −r2 az inga rúdjának két végén lévõ teste-

(20)

τ = n M =
F1 F2 M

F1 F2

=

=
F1 r2 × F2 F2 r1 × F1

F1 F2

=

=
r2 F2 × F1 r1 F1 × F2

F1 F2

=
d F1 × F2

F1 F2

,

ket összekötõ vektor. A negyedik egyenlõségnél ki-
használtuk, hogy a vegyesszorzat invariáns a vekto-
rok ciklikus cseréjére. Ebbõl az eredménybõl is látha-
tó, ha az F1 és F2 vektorok párhuzamosak, akkor a
forgatónyomaték zérus.

A (20) egyenletben szereplõ skalárszorzás miatt az
eredményben a d vektornak csak a kelet/nyugati ve-
tülete jelenik meg, ennek értéke pedig 2l sinα, ahol 2l
az inga rúdjának hossza, α pedig a rúd korábban be-
vezetett azimutszögét jelenti.

Az |F1 × F2| mennyiség (17), (15) és (16) szerinti
értékét sorba behelyettesítve, valamint felhasználva,
hogy |F1 + F2| = (m1 +m2)g, a következõ eredményt
kapjuk:

ahol

τ = n M = m ★ gN η 2 l sinα sinε,

m ★ =
m1 m2

m1 m2

.

Ha feltesszük, hogy a kar két végén lévõ két test m
tömege azonos, akkor m ★ = m /2, ezért végeredmé-
nyünk így írható:

Ez az alak, kiegészítve a nehézségi gyorsulás hely

(21)τ = m gN l sinε sinα
⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

m1

μ1

−
m2

μ2

.

szerinti változásából származó, a (11) egyenletben
felírt forgatónyomaték járulékával, megegyezik Eöt-
vös eredményével [7], amelyet késõbb mások is leve-
zettek [8–10, 18]. Megjegyezzük, hogy ez az eredmény
szerepel (más, Eötvös idejében használt jelölésekkel)
Tóth Gyula Fizikai Szemlében nemrégiben megjelent
cikkében is [16]. A fent bemutatott, modern vektoros
jelöléseket alkalmazó levezetés és a (16), (18) és (21)
képletek az Eötvös-kísérlet hátterének több részletére
világítanak rá.

Az eredménybõl jól látható, ha a zárójeles rész,
azaz az η paraméter nem zérus – tehát nem teljesül a
súlyos és tehetetlen tömeg azonossága –, akkor az
ingára forgatónyomaték hat, és elfordul. Az Eötvös-
kísérletekben ennek kimutatása volt a cél. A fenti
eredménybõl az is világos, hogy maximális forgató-
nyomatékot akkor kapunk, ha az inga rúdját keleti
irányba állítjuk, azaz az α azimutszög éppen 90°. Eöt-
vös, Pekár és Fekete gondosan, a lehetséges hibafor-
rások minél teljesebb kiküszöbölésével elvégzett mé-
réseik szerint a tömegarányok eltérésére az alábbi,
abban az idõben kivételesen pontos eredménynek
számító felsõ korlátot kapták [7]:

Végeredményünk, azaz a (21) összefüggés más

(22)η ≡
m1

μ1

−
m2

μ2

≤ 5 10−9.

meggondolással is levezethetõ, amely talán más irány-
ból is rávilágít a fellépõ forgatónyomaték fizikai oká-
ra. Emlékezzünk vissza a merev testre külsõ erõtér-
ben ható forgatónyomaték (7) képletére! Ennek elsõ
tagja azt írja le, hogy ha a külsõ erõ támadáspontja
nem esik egybe a koordináta-rendszer kezdõpontjá-
val, akkor az origóra vonatkoztatva forgatónyomaték
lép fel, függetlenül az erõtérnek a képlet második
tagjában figyelembe vett inhomogenitásától. Márpe-
dig pontosan ez lenne a helyzet, ha a súlyos és a te-
hetetlen tömeg eltérne egymástól: a kétféle tömeg
alapján kiszámolható tömegközéppont (azaz az iner-
ciaerõk, köztük a centrifugális erõ támadáspontja)
nem esne egybe a súlyponttal (azaz a gravitációs erõ
támadáspontjával). Ekkor a tömegközéppontba helye-
zett koordináta-rendszerben a súlyerõnek forgatónyo-
matéka lépne fel (5. ábra ). A következõkben meg-
mutatjuk, hogy ez a feltételezett hatás azonos a (21)
által leírt forgatónyomatékkal.

Tudjuk, hogy a homogén gravitációs erõtér által
egy testre kifejtett eredõ erõ úgy tekinthetõ, mintha
egyetlen pontban, a test S súlypontjában hatna. A
súlypont helyvektorának ismert képlete alapján írjuk
fel a 3. és az 5. ábrán szereplõ Cavendish-inga súly-
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pontjába mutató s vektort! A helyvektorok súlyozásá-

5. ábra. A Cavendish-inga S súlypontjában ható G gravitációs és T
tömegközéppontjában ható C centrifugális erõ.

O

T

S

m1

m2

r1

r2

s

t

G

C

ra ebben az esetben a μ súlyos tömegeket kell hasz-
nálnunk. Hasonlóképpen az inerciaerõk, köztük a
centrifugális erõ hatása a T tömegközéppontba egye-
síthetõ, ennek t helyvektora az m tehetetlen tömegek
segítségével számítható ki:

A két pontot összekötõ k = s− t vektor könnyen

(23)

s =
μ1 r1 μ2 r2

μ1 μ2

,

t =
m1 r1 m2 r2

m1 m2

.

kiszámítható, rendezés után a következõt kapjuk:

A kifejezés a korábban bevezetett η paraméter és a d

(24)k = s − t =
μ1 m2 − μ2 m1

μ1 μ2 m1 m2

r1 − r2 .

vektor segítségével átalakítható:

A két test rendszerére ható erõk közül a C centrifu-

(25)k = −η
μ1 μ2

μ1 μ2 m1 m2

d.

gális erõ támadáspontja a T tömegközéppontban van,
ezért ennek nincs T -re vonatkozó forgatónyomatéka.
A G = (μ1 +μ2) gN gravitációs erõ támadáspontja azon-
ban az S súlypontban van, ennek T -re vonatkozó erõ-
karja épp a k vektor, így a gravitációs erõ T -re vonat-
kozó forgatónyomatéka M = k×G. Ha a forgatónyo-
maték torziós szálra ható τ komponensét akarjuk
kiszámítani, akkor a (20)-hoz hasonlóan M-et meg
kell szoroznunk a szál irányába mutató, ezért g-vel
párhuzamos n egységvektorral:

(26)
τ = n M = n (k × G) = n k × μ1 μ2 g N =

= −η
μ1 μ2

m1 m2

n d × g N = η m
2

d n × g N .

Az utolsó lépésnél – a korábbi számoláshoz hason-
lóan – kihasználtuk, hogy egyforma tömegek esetén a
tört értéke jó közelítéssel m/2. A vegyes szorzatban
fellépõ n× gN vektor kelet/nyugati irányba mutat,
értéke pedig gN sinε, hiszen a gN vektor a korábbiak
szerint ε szöget zár be a torziós szál irányába mutató
g vektorral. A skaláris szorzás miatt az eredményben
ismét a d vektor kelet/nyugati irányra esõ 2l sinα vetü-
lete lép fel. Mindezeket összefoglalva az inga torziós
szálára ható forgatónyomaték értéke:

lesz, ami megegyezik a korábban más módszerrel

τ = η m gN l sinε sinα

levezetett (21) eredménnyel.
Kimondhatjuk tehát, ha a súlyos és tehetetlen tö-

meg nem lenne azonos, vagy arányuk a minta anyagi
összetételétõl függne, akkor az Eötvös-ingára a (21)
által leírt forgatónyomaték hatna. E jelenség két ekvi-
valens fizikai magyarázatát is bemutattuk. Ha az inga
két testére ható gravitációs és centrifugális erõket
testenként adjuk össze, akkor az eredõ F1 és F2 erõk
nem lennének párhuzamosak, ezért lépne fel forgató-
nyomaték. Ha viszont elõbb egyesítjük a két testre
ható centrifugális erõt a T tömegközéppontban ható
C erõvé, a két testre ható gravitációs erõt pedig az S
súlypontban ható G erõvé, akkor a két támadáspont
különbözõ volta miatt lép fel a G erõ T pontra vonat-
kozó forgatónyomatéka. A kétféle tárgyalásmód ter-
mészetesen azonos eredményre vezet. A megjósolt
effektust Eötvös és követõi igen kis hibahatárral zé-
rusnak találták, ezzel alátámasztva az általános relati-
vitáselmélet alapjául is szolgáló állítást, a súlyos és
tehetetlen tömeg pontos azonosságát, illetve arányuk-
nak a testek anyagától való függetlenségét.

Összefoglalás

Az Eötvös-inga két alapvetõen fontos kutatási területen
vált világhírûvé. Egyrészt a gravitációs gyorsulás hely
szerinti változásának nagy pontosságú mérésével le-
hetõség nyílt lokális geológiai objektumok, például föld
alatti olajmezõk felderítésére, és így a 20. század elsõ
felében az inga gyakorlati alkalmazása gazdasági szem-
pontból is felbecsülhetetlen értékûvé vált. Ezen kísérle-
tek fizikai alapját, nevezetesen az ingára ható forgató-
nyomatékot a Merev testre külsõ erõtérben ható forga-
tónyomaték általános képlete fejezetben levezetett álta-
lános képlet alapján Az Eötvös-ingára ható forgatónyo-
maték a nehézségi gyorsulás hely szerinti változása
következtében fejezetben ismertettük. Másrészt Eötvös
és társai a korábbi mérésekhez képest több nagyság-
renddel pontosabban mutatták ki a súlyos és tehetetlen
tömeg azonosságát, amibõl az általános relativitáselmé-
let alapköve, az ekvivalenciaelv következik. A méréssel
kapcsolatos fizikai alapokat Az Eötvös-inga és az ekvi-
valenciaelv fejezetben ismertettük.

Érdemes megjegyezni, hogy az Eötvös-féle méré-
sek pontosságát Dicke és munkatársai 1964-ben to-
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vább javították, az eredeti Eötvös-kísérletek gondos
elemzésével, a pontosságot befolyásoló hibaforrások
kiküszöbölésével vagy csökkentésével [19]. Megmu-
tatták, ami elsõ hangzásra meglepõnek tûnik, hogy
például egy 100 kg tömegû embernek legalább 30 m
távolságban kell lennie az ingától, hogy az általa kifej-
tett forgatónyomaték hatása kisebb legyen a tömeg-
arányok η = 10−11 eltérésénél. Ezért az inga méretét
csökkentették (az inga karja 3,3 cm), és a szögelfor-
dulás leolvasását távolról végezték. Az Eötvös-kísérle-
tek fontosságát jelzi, hogy még napjainkban is folynak
ezirányú mérések. A téma iránt érdeklõdõknek Nieto
és munkatársai cikkét [18], Adelberger és munkatársai
összefoglalóját [20], valamint Will könyvét és áttekintõ
cikkét [21] ajánljuk. A hazai kutatásban Péter Gábor és
munkatársai tervezik az Eötvös-kísérlet megismétlé-
sét, amelyrõl bõvebben a Fizikai Szemle nemrégiben
megjelent számában olvashatunk [22].
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